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Nous prouvons darts cet article que tout tournoi n-aire, (n + 1)-monomorphe (toutes les 
parties a n + 1 616ments sont isomorphes) et admettant une restriction a une pattie de cardinal 
n + 1 enchainable (d~finissable a partir d'un ordre total) est lui-m8me enchainable. Nous 
raisons aussi une ~tude sur le seuil de monomorphie des tournois. 
1. Introduction 
L'6tude des groupes p-homog~nes a 6t6 reprise r6cemment (Cameron 1976, 
Higman 1977, Pouzet 1978). Les m6thodes utilis6es ont de nature relationniste. 
Pouzet montre comment les mSmes arguments s'appliquent ~ l'6tude des notions 
de p-monomorphie n th6orie des relations et p-homog6n6it6 en th6ode des 
groupes [4, 6]. Bien que cette derni~re notion apparaisse comme un cas 
particulier de la premiere, une des questions essentielles reste encore: Si une 
relation m-aire sur un ensemble ~ n 616ments (n>~2m + 1) est (n -m) -  
monomorphe t non enchahaable, son groupe d'automorphisme est-il (n -  m)- 
homog~ne? Une r6ponse positive est donn6e par Jean darts le cas des relations 
binaires (n - 2)-monomorphes. 
C'est sous l'6clairage de cette question que nous reprenons ici l'6tude de la 
monomorphie d6j~ faite par Frasnay [2], en commen~ant par le cas le plus 
simple, celui des toumois et de leur g6n6ralisation. 
L'objet de cette article est d'6tablir les deux r6sultats uivants: 
- Tout tournoi n-aire dont les restrictions aux parties de cardinal n + 1 sont 
isomorphes et interpr6table par une chaine est lui-m~,me interpr6table par une 
chaine. 
- Pour tout entier n i l  existe deux entiers p(n) et q(n) tels que toute relation 
n-aire dont toutes les restrictions aux parties de cardinal p(n) sont isomorphes et 
dont la base a au moins q(n) ~l~ments est interpretable par une chaine. On 
retrouve ici cc th~or~me de Frasnay lorsque la relation est un tournoi n-aire, en 
pr~cisant de plus que p(n) = n + 1 et que q(n) ~ 2n + 2. Dans le cas particulier 
des tournois temaires, on prouve que q(3)= 6. La m~thode utilis~e consiste 
donner une representation matricielle de la relation pcrmettant de 'visualiser' 
cclle-ci lorsque son arit~ d~passc 2. Elle pcrmet, en outre, de donner un 
algorithme qui d~fmit uric chatne par laquelle le tournoi est interpretable. 
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2.  Termino log ie  
Etant donn6s un ensemble X et un entier naturel n, une relation n-aire ~ de 
base X s'identifie ~ une partie de X ~, ensemble des n-uples form6s ~ partir 
d'616ments de X. (n s'appelle l'arit6 de la relation). On appeUe n-partie de X 
toute partie de cardinal n. On note IX] n l'ensemble des n-parties de X. Le 
cardinal de X se note IxI. Conform6ment au vocabulaire de Fra'iss6, un 
automorphisme local de ~ est une bijection f d'une partie A de X sur une partie 
B de X qui pr6serve la relation c'est-~-dire telle que pour tout n-uple 
(x l , . . . , xn)  de A n 
(X l , . . . ,  xn )  • • • ,  f (xn) )  
Soient ~ et 5e deux relations d'arit6s distinctes ou.non de base X. On dit que 
est interpr~table par  ~ lorsque tout automorphisme local de 5e estun automor- 
phisme local de ~. Lorsque 5e estune relation d'ordre totale, on dira que ~ est 
encha~nable. Deux parties de la base d'une relation sont dites isomorphes 
lorsqu'il existe un automorphisme local de l'une sur l'autre. Soit pun  entier 
naturel. Une relation est dite p-monomorphe  lorsque toutes les p-parties de sa 
base sont isomorphes entre eUes. Une relation est monomorphe lorsqu'elle st 
p-monomorphe pour tout p. Par exemple, toute relation d'ordre totale (et plus 
g~n6ralement toute relation enchalnable) •st monomorphe mais la r6ciproque st 
fausse. 
3.  Tourno is  
On note ~(n) le groupe des permutations de {1, 2 , .• . ,  n}. Un toumoi  n-air• 
T sur un ensemble X estune relation d'arit6 n et de base X telle que pour tout 
n-uple (x l , . . . ,  xn) de X n, il existe une permutation unique tr • ~(n) v6dfiant 
(Xoo) , . . . ,  Xo(n))e T. (Il y a ainsi une bijection entre les 616ments de T et 
l'ensemble IX] n des parties ~ n 61~ments de X). 
Soit tre qd(n). On appelle tournoi permut6 de T par tr, le tournoi To d6fini par 
(x l ,  . . xn )•  -1  • ,  • • •, xo(n)) • T. Soit < une relation d'ordre total• sur 
X, on d6fmit le tournoi n-aire canonique associ#. ~ cet ordre, not6 T<, par 
(xl ,  . . . , xn) z T<Cr~xl <" " <xn.  
De ces d6fmitions r6sulte facilement qu'un tournoi n-aire est enchainable par 
une relation d'ordre totale < si et seulement si il existe une unique permutation 
tr~ ~d(n) tell• que le t0urnoi permut6 To soit le toumoi canonique assod6 ~ <. 
Lemme 1. Soit Tun  tournoi n-aire encha[nable par  une ordre < sur un ensemble 
X de cardinal n + 1. Alors,  il existe deux permutations oi • ~(n)  uniques et deux 
cha[nes uniques <i (i = 1, 2) telles que 
(xl ,  • • •, x~) ~ T <:~ Xo~O) <i " " " <i Xo~(~). 
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De plus, la cha[ne <2 est l 'oppos~e de <1 et tY2(k ) =n-  a l (k )  pour  tout 
k=l , . . . ,n .  
Preuve. Pour simplifier, posons X = {1 , . . . ,  n + 1} et soit < l'ordre naturel des 
entiers. Formons la matrice M< dont les lignes sont les n-uples (1 , . . . ,  i - 1, i + 
1, . . . ,n+l )  de T ( i= l , . . . ,n+l ) .  La i~me colonne de M est ( i+ l , i+  
1, . . . ,  i + 1, i , . . . ,  i) ofl i + 1 figure exactement i fois. Consid6rons maintenant 
une matrice N obtenue en permutant arbitrairement les lignes et les colonnes de 
M<. I1 suttit de montrer qu'on peut obtenir par cette proc6dure une matrice de 
type M< si et seulement si < est l 'ordre < ou l'ordre oppos6 > et ceci, dans 
chaque cas, d'une seule fa~on. Remarquons que les colonnes de N sont 
constitu6es de la m~me mani~re que celle de M, de mani~re plus pr6cise, pour 
l~<i~<n, il y a deux colonnes (et deux seulement) p~ et q/ de la forme 
(X l , . . . ,  x,,+l) avec  Xll='''=Xli:~Xkl='''=Xn+l_i 0~1 {11,. . .  , l i ,  
k l , . . . ,  k~÷x-~}={1, . . . ,  n+l}  et si n est impair, la colonne restante 
(Y l , . . .  ,Y~+I) est telle que Xl l= ' ' '=X l , . : / :Xk ,  = ' "  "=Xk,. Oil n '=½(n+l )  et 
{ll, • • •, l~,, kl,  .. •, kn.} = {1 , . . . ,  n + 1}. Choisissons l'une des deux colonnes 
p~ ou q l, par exemple P l et posons rl =P  l- La colonne rl est de la forme 
(x~, . .  . , Xn+l) avec x~ = • • • = xi-1 = Xi+l = • • • = Xn+~ = al 4= a2 = xi. L'une des 
colonnes P2 ou q2 est telle que a2 figure (n - 1) lois. Appliquons r2 cette colonne. 
rE continet un 616ment r3 figurant 2 lois. Avec P3 ou q3, a3 figure (n - 2) lois, etc. 
Proc6dant ainsi, on construit une permutation (rl, . . . ,  rn) de {1 , . . . ,  n} et une 
chaine (a/)l~<~<~÷~. En posant rl = ql on aurait obtenu la permutation ( r~, . . . ,  rl) 
avec la chaine oppos6e ~ celle de (ai)i. II est facile de voir qu'il n'y a pas d'autres 
possibilit6s pour transformer N en une matrice de la forme M<. [] 
Remarque. La preuve du Lemme 1 donne aussi un algorithme permettant de 
tester si le tournoi surn  + 1 616ments est enchainable. 
Proposition 1. Soit Tun  tournoi (n + 1)-monomorphe. Alors Tes t  encha[nable si 
et seulement si la restriction de T hune  (n + 1)-pattie Y •st encha[nable. 
Preuve. La condition n6cessaire st 6vidente. Pour prouver la r6ciproque on 
raisonne par induction. Le cas n =2 est 6vident car un tournoi binaire 
3-monomorphe est transitif et c'est donc une relation d'ordre total•. Pour n > 2 
supposons la proposition vraie pour tout tournoi d'arit6 n - 1. Sans restreindre la 
g6n6ralit6 on peut supposer, en posant Y= {1 , . . . ,  n + 1}, que T ~ Y est le 
toumoi canonique associ6 a l'ordre naturel sur Y. T 6tant (n + 1)-monomorphe, 
chaque pattie B • [X] n+l est totalement ordonn6e par un ordre <B tel que: 
V(b l , . .  •, bn) • [B]", (b~,. . . ,  b~) • TC~b~ <B'" " <a b~. Soit T' la relation 
d'arit6 n - 1 d6flnie par (x~, .... , xn-1) • T'  lorsqu'il existe z • X et un entier i, 
1 <~ i <~ n tel que (x l , .  • . ,  xi-1, z, xi+l, • • • , x~) • T. 
Nous allons montrer que T' est un tournoi sur X. Soit U• IX] "-1 et 
choisissons deux 616ments Zl, z2 dans X -  U. Posons B = U t.J {zl, z2}. On a alors 
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B = {b l , . . . ,  b,,+l} avee bl <a""  <B b,,+l et z~ = bi et z2 = bj (1 ~< i ~< n + 1, 
1 ~<] ~< n + 1). Alors (b~, . . . ,  bi_l, bi+~, • • •, b,+~) e T prouve que U figure dans 
T t . 
Montrons l'unicit6. Pour U = {ul, • • •, u,,_l} supposons (u l , . . . ,  u,,-O e T' et 
(uoo), . . . ,  Uo(,,_~)) e T' pour tr • ~J(n - 1) il existe zl et z2 distincts tels que: 
(U l ,  • • • , Ui--1, Z l ,  . . . , Un_ l )  • T 
et (UoO), . . . , UoO_l), z2, UoO), . . . , Uo(~)) • T 
et done en posant B = U t.J {Zl, z2} on a 
u~ <a • • • <B un-1  et u°o)  <B " " " <B no(n - - l )  
done Vk iT(k) = k. On v6rifie sans peine que T' est n-monomorphe et que T' t Y 
est encha~mable. Comme T r Y est le tournoi canonique associ6 ~ l'ordre naturel 
sur Y il en est de mSme pour T ' [  Y. Par hypoth~se d'induction T' est 
enchalnable t en notant < Fordre sur X il en r6sulte que T' en est le tournoi 
canonique assoei6. Soit alors (x l , . . . ,  x,)  • T on a (x l , . . . ,  x , -1)  • T' et 
(x2, • • •, x,)  • T' done x~ <-  • • < Xn_~ et x2 <.  • • < x,  done Xl <-  • • < x,.  I I en  
r6sulte que T = T<. [] 
Remarque.  II existe des tournois non enchalnables dont toutes les restrictions 
aux parties de cardinal n + 1 sont enchalnables: X = {a, b, c, d, e}. T tournoi 
ternaire suivant: 
T= {(a, b, c), (a, b, d), (a, c, d), (b, c, d), (a, b, e), 
(a, e, d)(b, e, d)(b, c, e)(a, c, e), (a, c, e)}. 
4. Seuil de monomorphie des tournois 
Dans la proposition pr6c6dente, on peut supprimer l'hypoth~se de l'existence 
d'une restriction ~ une partie de cardinal n + 1 enchalnable, ~t condition que la 
base du tournoi soit suffisamment large. Plus pr6cis6ment appelons seuil de 
monomorphie  des tournois n-aires le hombre minimum d'616ments de la base 
d'un tournoi (n+l ) -monomorphe  pour qu'il soit alors n6cessairement 
encha~nable. Cette valeur est 4 pour les tournois binaires (tout tournoi binaire 
3-monomorphe sur 4 616merits est un ordre). La d6termination du seuil de 
monomorphie pour des arit6s sup6deures n'est pas aussi simple. On notera plus 
loin qu'il est 6gal ~t 6 pour les tournois temaires et il par°it vraisemblable que 
pour chaque arit6 n sa  valeur est 2n. L'objet des paragraphes suivants est de 
montrer qu'il est major6 pax 2n + 2. 
Soit a une permutation de {1, 2 , . . . ,  n - 1}. Nous dirons que le tournoi Test 
o-invariant si pour ehaque U ¢ IX ]  n+l ,  (U l , . . .  , Un_ l ,  Un)  E T et 
(UoO) ,  . . . , uo( . -1 ) ,  u .+ l )  e T oh  U = {u l ,  . . . , u .+ l} .  
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Lemme 2. Soit t est un tournoi, n-aire, (n + 1)-monomorphe de base X. Si 
IX I > 2n alors il existe une permutation o ~ C~(n - 1) telle que T soit tT-invariant. 
Preuve. A chaque Y ~ [K]n associons ¢(Y) "-- {Y l , "  " ' ,  Yn--1} lorsque 
(Yl, • • •, Y,) e T. Si IXI > 2n, l'application ¢ de domaine [X] n et d'image [X] ~-1 
ne peut (~tre injective et il existe Y '={(Y~, . . . ,Y , , ,Yn+I}  telle que 
(Yl, • - •, Y,-~, 5,) et (Yl, • • •, Y,-z, Y,+I) sont clans T. La (n + 1)-monomorphie 
permet de conclure. [] 
Nous dirons que Test  invariant lorsque T est id-invariant oh id d6signe la 
permutation identique. 
Lemme 3. Soit T un toumo~ n-aire, (n + 1)-monomorphe de base X. Si 
IX] > 2n + 2 alors T est invariant. 
Preuve. D'apr~s le Lemme 2, T est o-invariant pour o e ~J(n- 1). Supposons 
que T ne soit pas invariant. 
Soit Eo l'ensemble des paires {X, X'} oh X = (xl, • • •, xn-1, x.) e T et 
X' = (xm) , . . . ,  x,(,_l), x~+l) e T avec • = o ou • = cr -1 et x, =/:x,+l. T 6tant 
suppos6 non invaxiant, il est facile de voir que dans le graphe Go = (T, Eo) 
chaque sommet est de degr6 au plus 2. Par suite en posant iX I = m on a 
lEo[ <~ IT I = (m). Par ailleurs ~ chaque U ~ IX] n+l on peut associer une arSte e(U) 
de Eo et T 6tant suppos6 non invaxiant l'application e ainsi d6finie est injective. 
Done ]Eo I >I ( ,~ 1). Ainsi (m) t> ( ,~ 1) ce qui est impossible pour m ~> 2n + 2. 
Soit E e [X]"+let soit Ve l'ensemble des (n + 1)-n-uples de la restriction de T/i 
E. On note AE l'ensemble des paires d'616ments de VE ne diff6rant qu'en une 
composante. Par exemple {X, X '}  oh X = (xl, . • •, xi-1, xi, xi+z, • • •, x,), X '  = 
(Xl, • • •, x:_l, x~, x:+l, • • •, x.) avec X et X'  darts T. [] 
Lemma 4. Le graphe (VE, AE) est sans cycle (de longueur >13). 
Preuve. Supposons qu'il existe un cycle de longueur minimale l I> 3. Cela d6finit 
une suite (ai)l~i<~ l de n-parties de E, deux ~ deux distinctes v6rifiant 
A1AE. . .  AEAIAEA1. 
Soit ai = E - Ai et f~ l'unique isomorphisme pour T de Ai sur Ai+l. On a 
f~(aj) = aj si j #: i + l et j ~ i, 
f/(ai+l) =a,  
et n6cessairement ~o- - "° f l ,  isomorphisme de A1 dans Ax, est l'identit6 et 
0~ °""  of~)(a2) = a2. Mais f~(a2) = al d'oh ~ o-.-°f l)(a2) = al contradiction. [] 
Lemme S. Soit Tun  tournoi ternaire, 4-monomorphe de base X avec IX] >>-5. 
Alors pour toute 4-partie E, chaque sommet du graphe (VE, AE) est de degr# au 
plus 2. 
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Preuve. Par l'absurde en supposant l'existence d'une 4-partie E = {x, y, z, t} et 
d'un sommet (x, y, z) de degr6 3; Pour simplifier, en consid6rant au besoin un 
tournoi permut6 de T, supposons (x, y, z) • T et par suite (x, y, t) • T, (x, t, z) e 
T et (t, y , z )  • T. 
Soit tp l'application qui ~ E = {x, y, z, t} associe t. Soit un 616ment U ~ E, 
E '=Et2{U} et tp' = tp rE ' .  
Si tp' est injective, tp({t, y, z, u}) :/: t, (t, y, z) • T donc (t, y, u) • T 
ou (t, u, y) • T, (1) 
de m~me dp({t,y,x,u})=/:t, (x ,y , t )eT  donc (u ,y , t )eT  ou (y ,u , t )eT  
contredit (1). 
Si tp' n'est pas injective. On peut supposer (en consid6rant au besoin un 
toumoi permut6 de T) 
~({x, y, z, t}) = ~({u, y, z, t}) = t. 
En consid6rant d'une part {x, u, t, z} on a (u, t, x) e T ou (x, t, u) e T d'autre 
part {x, y, t, u} on a (x, u, t) e T ou (u, x, t) e Tce qui est contradictoire. [] 
Lemme 6. Soit T un tournoi n-aire, (n + 1)-monomorphe de  base X avec 
[X I >I 2n + 2. Alors pour toute (n + 1)-partie E, chaque sommet du graphe 
(VE, An) est de degr~ au plus 2. 
Preuve. Supposons qu'il existe une partie E={a l , . . . ,a , ,+ l}  et A -  
(al, • • • , a,,) de degr6 3. 
Sans restreindre la g6n6ralit6 on peut supposer (modulo un tournoi permut6) 
que (al, . . . , an-3,  an-2, an - l ,  an) E T, (al ,  . . . , an-3, an-2, an - l ,  an+l )  E T, 
(al, . . . , an-3,  an-2,  an+l, an) E T et (a l ,  . . . , an-3, an+l, an - l ,  an) E T. Par le 
(n+l) -monomorphie  consid6rons l'application ~p qui ~ E= {a l , . . . ,  an+l} 
associe (a 1, • • • , a,,). 
I1 est facile de voir puisque IxI >I 2n + 2, que ~p n'est pas injective. Soit alors 
E1 = {Xl,. • •, x,,, xn÷l} et E2 = {xl, • • •, x~, x,,+2} telles que ~P(E1) = ~p(E2) = 
(xl, • • •, x,,). Dans E3 = (x l , . . . ,  x~_l, Xn+l, x~+2) on a (xl, • • •, x~-l, x,,+l) e T 
et (x l , . . . ,  xn-t, x~÷2) e T donc ~p(F-.3) = (x l , . . . ,  xn-1, xn+l) ou ~p(E3) = 
(X l ,  • • • , Xn--1, Xn+2) .  
D6finissons alors sur A = {xn_2, x~-l, xn, x~+l, x~+2} la relation ternaire T' par 
(or, fl, y) e T' lorsque (x l , . . . ,  x~_3, tr, fl, y) e T. On v6rifie que T' est un 
tournoi ternaire, 4-monomorphe pour lequel le graphe (Vn, An) admet un 
sommet de degr6 3 oO E d6signe une 4-partie quelconque de A. Ce qui contredit 
le Lemme 5. [] 
l[~0osillion 2. Si T es un tournoi n-aire, (n + 1)-monomorphe de base X avec 
IXI >12n + 2 alors Test  encha~nable. 
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Preuve. En appliquant le Lemme 3 aux tournois permut6s de T on obtient pour 
i=1 ,2 , . . .  ,n  
(~1,  " " " , Yn)E  T et (y~, . . . , Y i - -1 ,  Yn+l ,  Y i+ l ,  " " " , Yn)E  r~ 
oh E = {Y l , . . . ,  Y,,, Yn+~}" I1 en r6sulte que IAel Comme le graphe ~e = 
(Ve, AE) est sans cycle de longueur >3 dont chaque sommet est de degr6 au plus 
2, c'est un chemin. Par suite la restriction de T ~ E est enchainable. Ce qui 
ach~ve la preuve, d'apr6s la Proposition 1. [] 
Remarque 1. Le chemin Ge = (Tee, Ae)  pr6c6dent permet de d6finir l'ordre total 
par lequel Test interpr6table. 
Remarque 2. Le seuil de monomorphie des tournois ternaires est 6. En effet, 
dans ce cas, les Lemmes 2 et 3 sont vrais pour IX[/> 6. Par ailleurs il existe des 
tournois ternaires 4-monomorphes sur 5 616ments. Par exemple sur {1, 2, 3, 4, 5} 
T contenant (1, 3, 4) (1, 2, 5) et admettant pour automorphisme la permutation 
circulaire (2, 3, 4, 5, 1) (remarqu6 par M. Pouzet). 
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